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С помощью конечно-элементного программного комплекса ANSYS показано, что 

напряжения, которые возникают в слоистых образцах при нагрузке, не зависят от коли-
чества слоев, если не изменяется суммарная толщина разномодульных материалов. 

Разработана модель для расчета напряжений в каждом слое слоистой пластины. 
Построен график зависимости расчетного коэффициента для расчета напряжений в 
слоистом образце от отношения модулей упругости его материалов в случае равной 
толщины разномодульных слоев. Предложена система уравнений, позволяющая опреде-
лить напряжения в разномодульных слоях пластины. 

Ключевые слова: расчет устойчивости, слоистый материал, метод конечных эле-
ментов, напряжения, критическая сила потери устойчивости. 
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CALCULATION  OF  TENSION  IN  A  LAYERED  MATERIAL 

 
Calculations in the final element program ANSYS complex showed that tension which arise 

in layered samples at loading do not depend on quantity of layers if the total thickness of mate-
rials with different values of the module of elasticity does not change. 

The model is developed for calculation of tension in each layer of a layered plate. The 
schedule of dependence of settlement factor for calculation of tension in a layered sample from 
the relation of modules of elasticity of its materials in case of equal thickness of layers with dif-
ferent values of the module of elasticity is constructed. The system of the equations, allowing to 
define tension in plate layers with different values of the module of elasticity is offered. 

Keywords: stability analysis, layered material, finite elements method, tension, critical 
strength of buckling. 
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Введение 

Разработка новых прогрессивных материалов всегда была приоритетным 
направлением в авиационной отрасли промышленности [1, 2]. Основными критериями, 
которые стимулировали создание современных авиационных материалов, являлись 
снижение массы и повышение надежности материалов. 

Современные возможности моделирования и производства материалов обуслав-
ливают переход к многослойным композиционным материалам с заданными физико-
механическими свойствами, обеспечивая требуемую несущую способность и  
безопасность конструкций при меньшей массе. Композиционные материалы имеют  
высокие значения удельной прочности и жесткости, усталостной долговечности,  
могут эксплуатироваться в широком диапазоне температур, имеют малый темпера-
турный коэффициент линейного расширения (ТКЛР), что и делает их материалами с 
широкими технологическими возможностями. 
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Требования оптимального проектирования, сокращения времени и материаль-
ных затрат на эксперимент определили значительный интерес к созданию и совершен-
ствованию методов прогнозирования деформационных и прочностных свойств компози-
ционных материалов и расчета напряженно-деформированного состояния конструкций 
из них с использованием современных компьютерных технологий [3]. 

В связи с этим актуален вопрос развития существующих и разработки новых  
методик расчета напряжений в слоистых материалах, имеющих в своем составе разно-
модульные слои. Для решения этой задачи можно использовать численные методы,  
благодаря которым в механике деформированного твердого тела решен ряд задач для 
слоистых тонкостенных композиционных материалов [4–24], прогнозирования неупру-
гих свойств изотропных композитов [25–31], пластического деформирования анизо-
тропных материалов [32–48], устойчивости композиционных материалов к механиче-
ским нагрузкам [49–69] и др. 

Цель данной работы – разработка модели, которая позволит определить напря-
жения в разномодульных слоях материала. Для этого в работе используется конечно-
элементный программный комплекс ANSYS, который позволяет проводить различные 
виды прочностного анализа моделей различной геометрической формы из изотропных 
и композиционных материалов [70–78]. 

Работа выполнена в рамках реализации комплексной научной проблемы 3.3. 
«Технологии прогнозирования свойств, моделирования и реализации современных 
процессов конструирования и производства изделий из неметаллических и композици-
онных материалов с использованием цифровых методов, совместимых с 
CAD/CAM/CAE и PLM системами» («Стратегические направления развития материа-
лов и технологий их переработки на период до 2030 года») [79]. 

 
Материалы и методы 

При расчете напряжений в слоистом материале применяют метод конечных  

элементов (МКЭ), который используется при трехмерном моделировании и инженер-

ных расчетах конструкций и их элементов [80–83]. Проведены физико-механические 

испытания слоистого образца на потерю устойчивости и сравнение полученного при 

эксперименте напряжения потери устойчивости образца с расчетными данными. Эскиз, 

фотография и конечно-элементная модель образца для испытаний на потерю устойчи-

вости представлены на рис. 1. 

 
Рис. 1. Слоистый образец размером 60×28×4,9 мм для испытаний  на потерю устойчивости: 
а – эскиз с обозначением материалов образца; б – конечно-элементная модель слоистого  

образца; в – фотография слоистого образца 
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Для расчетов критических напряжений потери устойчивости при сжатии слои-
стого образца применяли метод конечных элементов (МКЭ) и формулу Эйлера [84–87]. 

Расчет методом конечных элементов выполнен на основе бифуркационной поста-
новки задачи с использованием программного комплекса ANSYS Mechanical APDL. Би-
фуркационная постановка задачи устойчивости базируется на следующих предположени-
ях: начальное невозмущенное состояние равновесия тела описывается уравнениями ли-
нейной теории упругости; зависимости закона Гука справедливы не только для начального 
состояния, но и при малых отклонениях от него; изменениями размеров и формы тела в 
начальном состоянии можно пренебречь (тело напряжено, но не деформировано) [80]. Ис-
пользование этих предположений дает возможность свести задачу устойчивости к задаче 
на собственные значения для линейных однородных уравнений нейтрального равновесия 
модели при заданных краевых условиях. Из условия существования нетривиального реше-
ния этих уравнений определяются критические параметры нагружения и с точностью до 
произвольной постоянной – конфигурация модели после потери устойчивости. 

При создании модели трехслойного образца для испытаний на потерю устойчи-
вости использовали многослойные оболочечные конечные элементы SHELL181. Дан-
ные элементы имеют форму прямоугольника с четырьмя узлами по углам. В образце 
слои композита и металлического сплава соединены между собой при помощи матери-
ала матрицы. В расчетах будем предполагать, что металлические и композитные слои 
контактируют без отрыва и проскальзывания и имеют по толщине однородную струк-
туру. Точность моделирования композитных оболочек в ANSYS определяется в соот-
ветствии с теорией оболочек Миндлина–Рейсснера, которая учитывает влияние  
поперечных сдвиговых деформаций. Нормальный элемент среднего слоя после дефор-
мирования не остается перпендикулярным к поверхности осреднения, а поворачивается 
на некоторый угол, не искривляясь и не изменяя своей длины. 

При разбиении модели трехслойного образца для испытаний на потерю устой-
чивости на конечные элементы приняты следующие условия: один конечный элемент – 
на толщину, 30 конечных элементов – на ширину и 60 конечных элементов – на длину 
модели. Нагружение образца осуществлялось заданием распределенных усилий на его 
шарнирно закрепленных коротких гранях. 

Для сравнения расчетных данных с экспериментальными данными проведено 
испытание на потерю устойчивости при сжатии слоистого образца. Материалы слоев 
состояли из изотропного металлического сплава с модулем упругости E1=79 ГПа и ко-
эффициентом Пуассона µ=0,3, композиционного квазиизотропного материала (из-за 
особенностей укладки его монослоев) с модулем упругости E2=69 ГПа и µ=0,3 и склеи-
вающего состава с модулем упругости E3=19 ГПа и µ=0,23. Образец (толщина металли-
ческих слоев 2,8 мм, толщина композитного слоя 1,9 мм, толщина склеивающего со-
става 0,2 мм) устанавливали между нагружающими плитами испытательной машины 
(шарнирное закрепление коротких кромок) и диаграмму сжатия строили в координатах 
«напряжение–деформация». 

При создании модели слоистых образцов для определения максимальных 
напряжений в разномодульных слоях использовались объемные конечные элементы 
SOLID185. Разбиение каждого слоя проводилось со следующими условиями: 10 конеч-
ных элементов – по длине и ширине, 2 конечных элемента – по толщине. 

Шарнирное условие закрепления модели выполнялось заданием ограничений 
степеней свободы нижней кромки по трем осям XYZ и верхней кромки – по двум осям 
ХY. Сжимающая нагрузка распределялась по верхней кромке по оси Y. 

Слоистый образец состоит из изотропных слоев высокомодульного материала 1 
и низкомодульного материала 2. Коэффициенты Пуассона слоев равны 0,3. При дефор-
мации слоистой пластины предполагается, что слои из разномодульных материалов 
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укорачиваются на одну и ту же величину, так как верхние и нижние плоскости обеих 
частей совпадают (условие совместности деформаций). 

 

Результаты 

Диаграмма сжатия слоистого образца размером 60×28×4,9 мм до потери устой-

чивости представлена на рис. 2. За значения критических напряжений потери устойчи-

вости принимались напряжения, соответствующие пределу пропорциональности (на 

диаграмме это максимальная нагрузка, при ее спаде испытание остановлено). 

 

 
Рис. 2. Диаграмма сжатия слоистого образца размером 60×28×4,9 мм до потери устойчиво-

сти в координатах «напряжение–деформация» 

 

При аналитических расчетах устойчивости слоистого образца вычислен усред-

ненный модуль упругости: 

Eобщ=69·0,43+79·0,57+19·0,04=75,46 ГПа. 

 

Значения критических напряжений (σкр) потери устойчивости слоистого образца 

при сжатии, полученные при расчете и эксперименте, представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Результат испытаний на потерю устойчивости слоистого образца при сжатии  

и его сравнение с расчетными данными 

Способ определения критических 

напряжений σкр 
σкр, МПа % ,100

σ

σ-σ

кр

кррасчет








 

С помощью эксперимента 311 – 

Расчет по формуле Эйлера 414 33 

Расчет с использованием программного 

комплекса в ANSYS 

420 35 

 

При расчете по формуле Эйлера предполагалось, что материал однороден. Более 

точный расчет проводился МКЭ, при котором учитывались упругие характеристики 

как металлического сплава, так и композиционного материала. Результаты численных и 

аналитических расчетов в сравнении с экспериментальными данными показали, что для 

данной геометрической формы образца более близкий к эксперименту результат пока-

зывает формула Эйлера (погрешность 33%). Результаты, полученные МКЭ в ANSYS в 
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сравнении с экспериментом дают погрешность 35%. Экспериментальный результат ин-

тересен тем, что он ближе к менее точному аналитическому расчету, так как на точ-

ность испытания по определению критического напряжения потери устойчивости сло-

истого образца влияет много факторов: геометрические параметры образца, которые 

всегда имеют некоторую начальную кривизну; технология изготовления композицион-

ного материала; условия проведения эксперимента и т. д. 

Оценка адекватности расчетов устойчивости стержней и пластин подробно опи-

сана в работах [88, 89]. 

Для оценки адекватности результатов численных расчетов напряжений, полу-

ченных МКЭ, их сравнивали с напряжениями, полученными аналитически по формуле 

σ=F/S,                                                                 (1) 
где F – сила, приложенная к образцу; S – площадь поперечного сечения слоистой пластины. 

 

Для этого в разработанных моделях слоистого образца всем слоям присваивали 

одинаковые свойства материала, что позволяло рассчитывать напряжения, которые 

возникают в образце по формуле (1). Результаты численных расчетов показали полное 

совпадение с результатами аналитических расчетов, что свидетельствует об адекватно-

сти разработанных конечно-элементных моделей. 

Рассмотрим слоистый образец размером 100×100×2 мм, к которому приложена 

распределенная по верхней кромке сжимающая нагрузка, равная 1000 Н. Слои из мате-

риала 1 – суммарной толщиной h1=1 мм с модулем упругости E1=200 ГПа и коэффици-

ентом Пуассона µ=0,3. Слои из материала 2 – суммарной толщиной h2=1 мм с модулем 

упругости E2=100 ГПа и коэффициентом Пуассона µ=0,3. 

Рассматривался образец с тремя, пятью, семью и девятью слоями (рис. 3). 

 
Рис. 3. Конечно-элементные модели слоистого образца из материалов 1 и 2: 

а – общий вид образца в изометрии; б – трехслойный образец; в – пятислойный образец;  

г – семислойный образец; д – девятислойный образец 
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Соотношение нагрузок, воспринимаемых материалами композиции, в случае 

изотропных материалов слоев определяется по формуле 

,
22

11

2

1

hE

hE

F

F
                                                               (2) 

где Е – модуль упругости, ГПа; h – суммарная толщина слоев из данного материала, мм. 

 

В данном случае при одинаковой суммарной толщине слоев напряжения в слое 1 

будут в 2 раза выше, чем в слое 2, так как Е1=2Е2. 

При расчете напряжений в слоях образца МКЭ получены напряжения в слоях 1 

(σ1=6,78 МПа) и 2 (σ2=3,39 МПа) (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Напряжения по Мизесу в слоистом образце для материалов 1 (а) и 2 (б) 

 

Напряжения, которые возникают в слоистых образцах при нагрузке, не зависят 

от количества слоев, если не изменяется суммарная толщина разномодульных материа-

лов (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Напряжения по Мизесу в слоистом материале при различном соотношении разномо-

дульных слоев, но с их одинаковыми суммарными толщинами 
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Формулу для расчета напряжений в каждом слое слоистого материала можно 

представить в виде  

,σ J
S

F
                                                                 (3) 

где F – сила, сжимающая слоистый образец; S – площадь поперечного сечения слоистого  

образца; J – коэффициент, который определяется графически в зависимости от соотношения 

модулей упругости материалов слоистого образца. 

 

Для разработки модели расчета напряжений в слоистом материале в случае рав-

ной толщины разномодульных слоев рассмотрим три типа образцов, различных по 

толщине, ширине и площади поперечного сечения. Для каждого из слоистых образцов 

рассмотрим случаи, когда соотношения модулей упругости материалов слоев изменяют-

ся от 1,1 до 20 (модуль упругости высокомодульного материала всегда равен 200 ГПа), и 

для каждого случая найдем расчетный коэффициент J (табл. 2). 

К модели слоистого образца приложена распределенная по верхней кромке 

сжимающая нагрузка, равная 10000 Н. Слои из материала 1 – суммарной толщиной 

h1=1 мм, слои из материала 2 – суммарной толщиной h2=1 мм и коэффициентом  

Пуассона µ=0,3. 

 
Таблица 2 

Расчетные коэффициенты J для расчета напряжений в каждом слое слоистого образца  

в зависимости от значений соотношения модулей упругости его материалов  

в случае равной толщины разномодульных слоев 

Условный номер 

строки 

Определяемая 

величина* 

Значения величины при соотношении Е1/Е2 

1,1 2 4 8 10 20 

1 J1 1,07 1,36 1,63 1,8 1,85 1,94 

2 J2 1,07 0,68 0,41 0,23 0,19 0,1 

3 ,σ50
1 max  МПа 53,5 67,8 81,3 90,4 92,4 96,8 

4 ,σ50
2 max  МПа 53,5 34 20,5 11,5 9,5 5 

5 ,σ100
1 max  МПа 107 136 163 180 185 194 

6 ,σ100
2 max  МПа 107 68 41 23 19 10 

7 ,σ200
1 max  МПа 214 272 326 360 371 388 

8 ,σ200
2 max  МПа 214 136 81,6 45,3 37,1 19,4 

* ,σ50
1 max

50
2 maxσ  – максимальное напряжение в слое с модулем упругости Е1 и Е2 соответственно при отношении 

нагрузки, равной 50 МПа, к площади поперечного сечения образца размером 100×100×2 мм; ,σ100
1 max  100

2 maxσ  – макси-

мальное напряжение в слое с модулем упругости Е1 и Е2 соответственно при отношении нагрузки, равной 100 МПа, 

к площади поперечного сечения образца размером 100×50×2 мм; ,σ200
1 max  200

2 maxσ  – максимальное напряжение в слое с 

модулем упругости Е1 и Е2 соответственно при отношении нагрузки, равной 200 МПа, к площади поперечного сече-

ния образца размером 100×50×1 мм. 

 

По полученным результатам построим график зависимости расчетного коэффи-

циента J для расчета напряжений в слоистом образце от соотношения модулей упруго-

сти его материалов в случае равной толщины разномодульных слоев (рис. 6). 

Проанализировав данные табл. 1, получили систему уравнений, решив которую 

можно получить напряжения в слоях образца в случае равной толщины разномодуль-

ных слоев. 
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Рис. 6. Расчетный коэффициент J для расчета напряжений в слоистом образце в зависимости 

от соотношения модулей упругости его материалов в случае равной толщины разномодульных 

слоев 

 

Предложенная система уравнений имеет следующий вид: 





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σ
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1

21
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                                                                (4) 

где S – площадь поперечного сечения пластины. 

 

Зная модули упругости материалов слоев, значение приложенной силы и гео-

метрические размеры пластины и решив данную систему уравнений, можно получить 

напряжения в слоях пластины в случае равной толщины разномодульных слоев. 

Например, рассмотрим случай (табл. 2), когда на пластину размером 100×100×2 мм 

действует сила, равная 10000 Н, при соотношении модулей упругости пластины 1 к 4 

(табл. 2, строки 3 и 4). Если суммарная толщина слоев высокомодульного материала 

равна суммарной толщине слоев низкомодульного материала, то 

МПа, 100
0002,0

20000
2σσ

21
21 

S

F

S

F

S

F
   т. е.   σ1=100 МПа-σ2. 

 

Из второго уравнения системы (4) получаем: 

.4
σ

σ

2

1

2

1 
E

E
 

 

Подставив первое уравнение системы (4) во второе, получим следующее выра-

жение: 

,4
σ

σ-10

2

2
11

  где σ2≈20 МПа, а σ1≈80 МПа, 

что соответствует значениям напряжений, полученных МКЭ (табл. 2, строки 3 и 4). 

Для оценки напряжений в слоистом композите, когда суммарная толщина высо-

комодульных слоев не равна суммарной толщине низкомодульных слоев, рассмотрим 

следующие случаи (табл. 3): 
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– слои из материала 1 суммарной толщиной h1=1 мм, слои из материала 2 суммарной 

толщиной h2=3 мм – отношение толщины низкомодульных слоев к толщине высокомо-

дульных слоев 3 к 1 (рис. 7, б); 

– слои из материала 1 суммарной толщиной h1=1 мм, слои из материала 2 суммарной 

толщиной h2=5 мм – отношение толщины низкомодульных слоев к толщине высокомо-

дульных слоев 5 к 1 (рис. 7, в). 

Остальные параметры модели задавались в соответствии с расчетами, представ-

ленными в табл. 2 (табл. 3, строки 3 и 4). 

 

 
Рис. 7. Трехмерные модели слоистых пластин с соотношением суммарных толщин разномо-

дульных слоев h2/h1: 1 (а), 3 (б) и 5 (в) 

 
Таблица 3 

Расчетные коэффициенты J для расчета напряжений в каждом слое слоистого образца  

в зависимости от значений соотношения модулей упругости его материалов 
Условный номер 

строки 

Определяемая  

величина* 

Значения величины при соотношении Е1/Е2 

1,1 2 4 8 10 20 

При соотношении толщин разномодульных слоев h2/h1=1 

1 J1 1,07 1,36 1,63 1,8 1,85 1,94 

2 J2 1,07 0,68 0,41 0,23 0,19 0,1 

3 ,σ50
1 max  МПа 53,5 67,8 81,3 90,4 92,4 96,8 

4 ,σ50
2 max  МПа 53,5 34 20,5 11,5 9,5 5 

При соотношении толщин разномодульных слоев h2/h1=3 

5 J1 1,09 1,63 2,33 2,96 3,13 3,54 

6 J2 0,99 0,81 0,52 0,37 0,31 0,18 

7 ,σ25
1 max  МПа 27,3 40,7 58,2 74 78,3 88,5 

8 ,σ25
2 max  МПа 24,8 20,3 14,5 9,2 7,8 4,4 

При соотношении толщин разномодульных слоев h2/h1=5 

9 J1 1,1 1,75 2,71 3,76 4,07 4,88 

10 J2 1 0,87 0,68 0,47 0,41 0,25 

11 ,σ17
1 max  МПа 18,4 29,1 45,2 62,6 67,8 81,4 

12 ,σ17
2 max  МПа 16,7 14,5 11,3 7,83 6,79 4,1 

* ,σ50
1 max

50
2 maxσ  – максимальное напряжение в слое с модулем упругости Е1 и Е2 соответственно при отношении 

нагрузки, равной 50 МПа, к площади поперечного сечения образца размером 100×100×2 мм; ,σ25
1 max  25

2 maxσ  – макси-

мальное напряжение в слое с модулем упругости Е1 и Е2 соответственно при отношении нагрузки, равной 25 МПа, к 

площади поперечного сечения образца размером 100×100×4 мм; ,σ17
1 max  17

2 maxσ  – максимальное напряжение в слое с 

модулем упругости Е1 и Е2 соответственно при отношении нагрузки, равной 17 МПа, к площади поперечного сече-
ния образца размером 100×100×6 мм. 
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По результатам расчетов, представленных в табл. 3, видно, что система уравне-

ний (4) подходит только для случая с равной толщиной разномодульных слоев. 

В случае различных толщин разномодульных слоев предложенная система  

уравнений примет следующий вид: 
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                                                         (5) 

где Sn – площадь поперечного сечения слоя с индексом n; Еn – модуль упругости материала с 

индексом n. 

 

Полученная система уравнений (5) совпадает с формулами для расчета стержней 

из разнородных материалов [90]. 

Например, рассмотрим случай (табл. 3), когда на пластину размером  

100×100×4 мм действует сила, равная 10000 Н, при соотношении модулей упругости 

пластины 1 к 8: 

;МПа 73

102

1025
0003,00001,0

10000
σ

11

91 






    σ2=73/8≈9,1 МПа, 

что соответствует значениям напряжений, полученным МКЭ (табл. 3, строки 7 и 8). 

Разработанная модель для расчета напряжений в слоистом материале применима 

только для слоистых КМ, состоящих из слоев монолитных изотропных материалов и не 

подходит для оценки напряжений слоистых КМ, состоящих из комбинации анизотроп-

ных и изотропных материалов, соединенных слоями клеевых составов. 
 

Обсуждение и заключения 
В статье представлены экспериментальные данные в виде результатов испыта-

ний слоистого образца на потерю устойчивости при сжатии, так как это позволяет на 
практике определить напряжения в композитном образце и сравнить их с расчетными дан-
ными, полученными МКЭ. К результатам эксперимента оказались ближе результаты рас-
чета по формуле Эйлера, при котором определялся усредненный модуль упругости образ-
ца, чем более точные результаты МКЭ, при расчете по которому учитываются свойства 
всех материалов образца. Это объясняется тем, что на точность испытания по определению 
критического напряжения потери устойчивости слоистого образца влияет много факторов, 
приводящих к расхождению результатов с расчетными данными: геометрические  
параметры образца, которые всегда имеют некоторую начальную кривизну; технология 
изготовления композиционного материала; условия проведения эксперимента и т. д. 

Разница с экспериментом в расчетах не учитывается, так как адекватность полу-
ченных численных результатов оценивалась по общепринятой аналитической формуле 
(1), которая не требует экспериментальных подтверждений. Эксперимент не требуется 
для разработки модели по расчету напряжений в слоистом материале, а только иллю-
стрирует возможность определения напряжений в слоистом образце с помощью меха-
нического испытания и показывает возможное несоответствие расчетных и экспери-
ментальных результатов. 

Расчеты, проведенные в конечно-элементном программном комплексе ANSYS 
показали, что напряжения, которые возникают в слоистых образцах при нагрузке, не 
зависят от количества слоев, если не изменяется суммарная толщина разномодульных 
материалов. 
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Построен график зависимости расчетного коэффициента J для расчета напряже-

ний в слоистом образце от соотношения модулей упругости его материалов в случае 

равной толщины разномодульных слоев. 

Представлена система уравнений, которая позволяет определить напряжения в 

разномодульных материалах слоистой пластины, состоящей из слоев монолитных  

изотропных материалов. 
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